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摘要: 应用一个新方法,即用A 调和逼近技巧考虑了具有可控增长条件的非线性椭圆方程组弱解的部分正则性. 改
进了以往部分正则性的结果, 直接建立了弱解的导数在正则集上的最优H lder指标, 结果的证明主要是将A 调和逼
近引理与第 2Caccioppoli不等式巧妙结合起来.首先, 证明 g =
u - p 0 ( x - x 0)
( 是某常数) 满足 A 调和逼近引理
中 g 的性质, 于是找到一个具有许多好性质的 A 调和函数 h. 从而对 g 的梯度的L 2 模估计通过第 2Caccioppoli不等
式变为对 g 本身的L 2 估计,再应用 A 调和逼近引理转化对 A 调和函数 h 的估计,进而得到了正则性所要的标准估
计式.
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D A i ( x , u , Du ) = B i ( x , u, Du) ,
i = 1, !, N , x ∀  ( 1)
的二阶非线性椭圆方程组弱解的部分正则性. 这里
A i ( x , u , p )和 B i ( x , u , p ) 是定义在  # R n # R nN
上的可测函数.  是R
n
( n ∃2)的有界域, N 是大于
1的整数, u:  RN 是向量值函数且Du = {D ui } ,
1 % % n, 1 % i % N 表示u 的梯度矩阵.称 u 是
(1) 的一个弱解, 如果对所有的检验函数 ! ∀
C
&
0 (  , R
N
) 有
∋ A i ( , u, Du) D !dx =
∋ B i ( x , u, Du) !d x ( 2)
定义解 u 的正则集为: Reg u = { x ∀  | u 在 x 的
邻
域内连续} ;定义解 u 的奇异集为: Sing u =  \ Reg u .
再给出 A i 和B i 的结构性条件.
(A1) A i ( x , ∀, p ) 是 p 连续可微函数且有界, 即存




( x , ∀, p ) | % L
对所有的( x , ∀, p ) ∀  # RN # R nN .
(A2) A i 是一致强椭圆的, 即对于某个 %> 0, 对所






( x , ∀, p )&i ) &j∃ ∃ %| &| 2.
(A3) 对所有的 x , x ∀  , ∀, ∀ ∀ RN ,和 p ∀ R nN ,
存在 ∃ ∀ (0, 1) 和单调非减函数 K : [ 0, & ) [ 0,
& ) ,不妨设 K ∃ 1,使得
| A i ( x , ∀, p ) - A i ( x , ∀, p ) | %
K ( | ∀| ) ( | x - x | 2+ | ∀- ∀| 2)
∃
2 (1+ | p | ) .
由(A1) 和(A2) 可直接得到: x ∀  , ∀∀ RN 和p ,
&∀ RnN ,有
| A i ( x , ∀, p ) - A i ( x , ∀, &) | % L | p - &|
(3)





%| p - &|
2
(4)
(B) B i ( x , u, p ) 满足所谓的可控增长条件:












定理 1 设 u ∀ H 1, 2(  , RN ) 是(1) 在结构假
设(A1) ~ (A3) 和(B) 下的一个弱解, 那么 Reg u是
 中的开集且u ∀ C 1, ∃( Reg u, RN ) , ∃ ∀ (0, 1) . 进
一步地 Sing u   1 (  2,这里,







| Du - ( Du ) x
0, ∋
|
2dx > 0} ,





| (Du ) x
0, ∋
| ) = & } ,
特别地, L
n










引理 1(A 调和逼近引理) 考虑固定的正数
%, L 和自然数n, N , 具有 n ∃2,那么对于任意给定
的 (> 0, 存在 )= )( n , N , %, L , () ∀ (0, 1) 具有
以下性质:对所有的 A ∀ Bil ( R nN ) 满足:
对所有&∀ R nN , A (&, &) ∃ %| &| 2 ( 5)
对所有&, &∀ R nN , A (&, &) % L | &| | &|
( 6)










dx = 1 ( 7)






























| &- g | 2dx % ( ( 9)
这里称 h 为 A 调和函数, 如果对所有的 ! ∀
C
&








A ( Dh , D!)dx = 0,
并且存在C 0仅依赖于 n, N , %, L (不失一般性取 C 0



























对 x 0, y ∀  , u0, v 0 ∀ RN , p 0 ∀ RnN , 定义
p ( x ) = { p i ( x ) } , i = 1, !, N ,其中 p i ( x ) = ui0+
p
i
0 ( x x 0 ) .简记: p ( x ) = u 0+ p 0( x - x 0) .
引理 2(第 2 Caccioppoli 不等式) 设 u ∀
H
1, 2
(  , RN ) 是式(1) 的一个弱解,且满足定理 1的
条件,那么 x 0 ∀  , u 0 ∀ RN 和R , ∋, 0 < ∋< R
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(1 + | u | r + | Du | 2)dx ) 2(1-
1
r ) ,










主要结果的证明是将 A 调和逼近引理与第 2
Caccioppoli不等式巧妙结合起来. 首先, 证明 g =
u - p 0( x - x 0)
, 是某个特定的量, 满足 A 调和
逼近引理中 g 的性质,于是找到一个 A 调和函数 h
具有许多好的性质.于是对 g 的梯度的L 2模估计通
过第 2 Caccioppoli不等式降为对 g 本身的L 2估计,
再应用 A 调和逼近引理转化对A 调和函数 h 的估
计,进而得到了正则性所要的标准估计式.
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A harmonic Approximat ion T echnique and Part ial Regularity
for Nonlinear Elliptic Systems
TAN Zhong, LIN Hui
( School of M athemat ical Science, Xiamen University, Xiamen 361005, China)
Abstract: The partial regularity for nonlinear ellipt ic systems w ith controllable g row th condit ions is considered.
Here a new method is applied: A harmonic approximation technique and extend prev ious partial regularity re
sults, directly establishing the opt imal H lder exponent for the derivat ive of a w eak solut ion on its regular set.
T he proof of the result is to skillfully combine A harmonic approximat ion Lemma and Caccioppoli+ s second in
equality. F irst , g=
u- p 0( x - x 0)
is proved( w here is some constant ) w hich sat isf ies g+ s property in A
harmonic approx imat ion Lemma. And an A harmonic function h w ith many good properties is found. So
through Caccioppoli+ s second inequality, L 2 estimate for g+ s gradient is t ransformed to est imate L 2 of g . Fur
thermore, by applying A harmonic approx imat ion Lemma to est imate the A harmonic funct ion h , the standard
est imate for part ial regularity is obstained.
Key words: nonlinear ellipt ic systems; A harmonic approx imat ion technique; partial regularity
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